
Théorème des extrémas liés

Référence : Avez p.103

Théorème :
Soit U un ouvert de Rn,g1, . . . ,gp, f des formes linéaires sur U .
Soit M = {x ∈U |g1(x) = . . .= gp(x) = 0}.
Si f |M admet un extremum en m ∈ M et si les (dgi) sont linéairement indépendantes alors, il existe

λ1, . . . ,λp tels que d fm =
p

∑
i=1

λidgi(m)

Preuve :

•Montrons que M est une sous-variété. Soit g = (g1, . . . ,gp). On a U ∩M = g−1({0Rp}) et Dgu qui
est surjective, ∀u ∈U , car les (dgi) sont linéairement indépendantes.
Donc : M est une sous-variété de dimension n− p. (p.95 Avez, 3ème déf des sous-variétés)

•Montrons que TxM est de la même dimension que M.
M est une sous-variété donc il existe h un difféomorphisme linéarisant tel que :

h(U ∩M) = h(U)∩ (Rn-p×{0Rp})⊂ Rn-p×{0Rp}

Soit γ une courbe,
(

γ :]− ε,ε[→M ⊂ Rn
)

telle que γ(0) = x.Alors, l’image de γ par h est hoγ courbe

de Rn−p×{0Rp} et d’origine h(γ(0)) = h(x)
En différenciant en t = 0, : (hoγ)′(0) = Dhγ(0).γ

′(0) = Dhx.γ
′(0). De plus, γ ′(0) ∈ TxM, donc Dhx.TxM ∈

Rn−p×{0Rp} et réciproquement. On trouve alors, que :

Dhx.TxM = Rn−p×{0Rp}

d’où : dim(TxM) = dim(Dh−1
x (Rn−p×{0Rp})) = dim(M) = n− p

•Montrons que TxM =
p⋂

i=1

Ker(dgi(x)) := T

On sait que dim(Im(Dg))= p car dgi linéairement indépendantes. Par le théorème du rang : dim(Ker(Dg))=
dim(∩p

i=1Ker(dgi)) = n− p = dim(M)
Par soucis de dimension, il suffit alors de montrer que TxM ⊂ T .
Soit γ une courbe, γ :]− ε,ε[→M ⊂ Rn et γ(0) = x.
On a gi(γ(t)) = 0 (car γ(t) ∈M et M = g−1({0}))

Donc : dgi(γ(0)).γ ′(0)= dgi(x).γ ′(0)= 0 (en différenciant en t=0) cela implique que γ ′(0)∈
p⋂

i=1

Ker(dgi(x))

et ainsi, TxM ⊂ T
•Montrons que f |M a un extremum en m ∈M si D fm|TmM = 0

Soit v ∈ TmM, il existe γ :]− ε,ε[→M ⊂ Rn courbe C 1 telle que γ(0) = m et γ̇(0) = v
On a f |Moγ(t) = f oγ(t),∀t ∈]− ε,ε[ et la fonction f oγ admet un extremum en t=0 (γ(0) = m, f a un
extremum en m donc f oγ en 0).
On a ∀v ∈ TmM,D fm.v = 0 donc D fm|TmM ≡ 0.

• On conclut avec le lemme des noyaux :

m est un extremum de f |M⇔∀v∈TmM,D fm.v= 0 et donc v∈Ker(D fm). De plus, TmM =
p⋂

i=1

Ker(dgi(m)).
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Donc :

m est un extremum de f |M ⇔
p⋂

i=1

Ker(dgi(m))⊂ Ker(d fm)

La famille des (dgi(m)) est linéairement indépendantes, on peut donc la compléter en une base de (Rn)∗.
Comme d fm ∈ (Rn)∗ alors :

∃(λ1, . . . ,λn) ∈ Rn,d fm =
n

∑
i=1

λidgi(m)

De plus,
p⋂

i=1

Ker(dgi(m)) =Vect(ep+1, . . . ,en).

Soit, r = p+1, . . . ,n, comme
p⋂

i=1

Ker(dgi(m))⊂ Ker(D fm) alors :

d fm(ei) = 0 =
n

∑
i=1

λidgi(m)(er) = λr

donc λp+1 = . . .= λn = 0 et on obtient le résultat. �


